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PROBLEM OPTIMALNIH KARTOGRAFSKIH PROJEKCIJA
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SAZETAK

Kartografske projekcije primjenjuju se za
graficko prikazivanje teritorija u sitnom
mjerilu. Pravilnim izborom projekcije
smanjuju  se deformacije prikazanog
teritorija, koji je omeden granicnom
linijom. U vecini slucajeva ta granicna
linija nije neka matematicki definirana
krivulja, koja se najlakse prikazuje u
obliku zatvorenog poligona. Optimalne
kartografske projekcije, slijedeci neki
definirani kriterij, trebale bi utvrditi
konstante  projekcije s najmanjim
mogucim deformacijama. Airy-Kavrajski
kriterij vodi direktno do optimizacije
FEuklidske norme, a to znaci do metode
najmanjih  kvadrata.  Brzi  moderni
kompjutori  omogucuju  jednostavnu
optimizaciju bilo koje analiticki definirane
projekcije za teritorije cija granica se
aproksimira konacnim nizom
individualnih tocaka.

Kljucne rijeci: Optimalne kartografske
projekcije, mjere kvalitete kartiranja,
metoda najmanjih kvadrata.

1. UVOD

ABSTRACT

Cartographic projections are basis for the
graphical  representation of various
territories in small scale mapping. Proper
selection of projection reduces the
deformation of the presented territory,
which is bounded by a boundary line. In
most cases, this border line is not a
mathematically defined curve, which is
most easily displayed in the form of a
closed polygon. The optimal cartographic
projections based on a selected criterion
of quality are those whose constants lead
to the smallest value of the criterion. In
the presented work it is recommended to
use  Airy-Kavrajski ~ criterion  whose
minimization is actually minimization of
the second Euclidean norm. The solution
of optimal projections of various classes is
reduced to the method of least squares.
Fast modern computers enable the
optimization of an arbitrary territory by
evaluating the selected criterion in a finite
number of points.

Keywords: Optimal cartographic
projections, measures of quality, method
of least squares.

Karta je umanjena, pojednostavljena i djelomi¢no objasnjena slika Zemaljske sfere, ili njenog
nekog dijela u ravnini projekcije. Matematicka kartografija proucava analiticke formulacije
projiciranja zakrivljene povrsine Zemlje na ravninu i, prema tome, ona je matematicka osnova
karata (Franki¢, 2010). Tocke Zemljine povrSine analiticki se prenose na ravninu pomocu, bar
teoretski, neizmjerno mnogo matematiCkih funkcija. Izbor funkcija zavisi o namjeni i
zahtjevima karata. Uopcéeno moze se kazati da bi karta trebala biti $to je moguce vjernija slika
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povrsine Zemlje. Deformacije stvorene projiciranjem trebale bi biti svedene na najmanju
mogucu mjeru. One bi trebale biti optimalne. Gauss je dokazao da se izometri¢ko preslikavanje
dviju matematicki regularnih ploha, a to je preslikavanje u kome su kod projiciranja duzine
sacuvane, moze ostvariti samo ako te plohe imaju istu Gaussovu zakrivljenost. Kako Zemlja
kao sfera (kugla) ima zakrivljenosti veli¢ine svog radijusa, a radijus zakrivljenosti ravnine je
neizmjerno velik, izometrijsko preslikavanje Zemlje kao sfere na ravninu nije moguce. Svaka
matematicka funkcija koja definira izvjesnu projekciju ¢e na neki nacin deformirati domenu
preslikavanja i jedan od osnovnih zadataka matematicke kartografije predstavlja pronalazak
najpovoljnije projekcije kod koje su deformacije svedene na minimum. Pri tome treba imati na
umu da pojam deformacije u kartografiji nije jednoznacan. Projekcije transformiraju povrsinu
Zemlje, ili nekog njenog dijela na ravninu, a osnovni elementi kartografske domene su duzine,
kutovi 1 povrsine. Specijalno odabrane funkcije transformacije mogu sacuvati kod projiciranja
ili kutove, ili povrsine, ali nikada ne mogu sacuvati sve duzine jedne domene. Zbog toga kod
definicije kvalitete kartografskih projekcija najbolje je uzeti deformaciju duzina kao osnovni
kriterij, jer ona postoji kod svih projekcija. Transformacijske funkcije koje kod projiciranja
sacuvaju povrsine zovu se ekvivalentne ili istopovrSinske projekcije. One se ne primjenjuju kod
geodetskih projekcija, ali su izuzetno vazne kod geografskih karata sitnog mjerila. S druge
strane transformacije koje cuvaju kutove zovu se konformne projekcije 1 za geodete
predstavljaju najvazniju klasu projekcija.

Problem optimalnih projekcija neke zatvorene domene nije jednoznacno definiran. U prvoj
polovini proslog vijeka Citav niz svjetskih kartografa pokusalo je odrediti kriterije kvalitete
kartografskih projekcija. Kako se nije mogao pronaci jedinstveni kriterij pokusaji su ostali
bezuspjesni. Na kraju je ruski kartograf i geodet Mescerjakov (1968) preporudio jedno
"polurjesenje” u kome optimalne projekcije mogu pripadati dvjema klasama: idealnim i
najboljim kartografskim projekcijama. Pojam idealnih projekcija uveo je u kartografiju veliki
ruski kartograf Kavrajski (1959) tvrdeéi da je moguce pronaci projekciju pod nekim
jedinstvenim uvjetom, na primjer, da maksimalna deformacija duzina neke domene bude
minimalna. Matematicko rjeSenje idealnih projekcija jo§ uvijek nije jasno formulirano.
Danasnji kartografi su rijetko dobri poznavaoci matematike, a matematicari, s druge strane,
trebali bi tek otkriti interes za kartografiju i jedinstveno rjeSenje problema idealnih projekcija.
Kavrajski je tvrdio da idealne projekcije postoje i da su jedinstvene, a americki kartograf Milnor
(1969) je i dokazao njihovo postojanje. Medutim, izvod transformacijskih funkcija idealnih
projekcija neke proizvoljne zatvorene domene nije moguce prakticki rijesiti, jer zahtijeva
testiranje neizmjerno velikog broja postoje¢ih projekcija i na koncu usporedbu dobivenih
rezultata. To je, naravno, zbog velikog broja postojecih i potencijalnih projekcija nemogué
zadatak. Problem minimaliziranja maksimalnih deformacija koji vodi do idealnih projekcija i
dalje ostaje za opce neregularne kartografske domene nepoznanica.

Alternativno rjeSenje Mescerjakova vodi do najboljih projekcija neke klase kartografskih
transformacija za koje ¢e deformacije biti najmanje. Kad se poznaje veli¢ina i oblik neke
zatvorene kartografske domene iz iskustva mogu se izabrati neke klase projekcija i onda medu
tim projekcijama odrediti optimalnu. Komparacijom rezultata nekoliko optimalnih projekcija
dobije se najbolja projekcija zadane domene. Kod velikog broja tranformacijskih sustava
rjesenje zahtijeva varijacijski problem pod uvjetom minimuma. Mescerjakov je nazvao kriterije
koji vode do rjesenja najboljih projekcija kriteriji varijacijskog tipa.

Konformne projekcije predstavljaju poseban problem i odredivanje najboljih konformnih
projekcija bila je tema istrazivanja mnogih kartografa i matematicara. Danas je generalno
prihvacen kriterij CebiSeva kao najrealniji. Cebisev je dokazao da su najbolje konformne
projekcije neke zatvorene domene one projekcije kod kojih prirodan logaritam maksimalnog
mjerila ima minimalnu vrijednost. Cebievljeve projekcije pripadaju minimaks tipu. Rigorozno
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analiti¢ko rjesenje Cebisevljevih projekcija moguée je samo u sludaju kad su granice domene
anliti¢ki definirane, dok proizvoljne granice ne dozvoljavaju strogo teoretsko rjesenje.
Medutim, u praksi se problem moze rijeSiti numericki sa zadovoljavaju¢om preciznosti
primjenom jedne od aproksimacijskih funkcija konformnog preslikavanja.

2. MATEMATICKA OSNOVA KARTOGRAFSKIH PROJEKCIJA

Temeljni teoretski odnosi matematicke kartografije nalaze se unutar podrucja diferencijalne

geometrije. Ako se uzme neka zatvorena domena D na jednoj regularnoj povrsini koja je
i

definirana svojim parametrickim koordinatama u (l _1’2)

plohe odreden je vektorom r:

vektor pozicije proizvoljne tocke
r:r(ul,uz)- 2-1

Ploha se naziva regularnom, ako je vektorski produkt tangencijalnih vektora parametrickih
linija razli¢it od nule.

rxr, #0, (2-2)
gdje su:
or or
(v e

Tocke u kojima je vektorski produkt jednak nuli nazivaju se singularne tocke i one ne
pripadaju domeni D.

Svaka regularna ploha moze imati neizmjerno mnogo parametrijskih koordinatnih sustava.
Kvadrat diferencijalno male duzine koja pripada domeni D poznat je pod imenom prve osnovne
metricke forme.

ds’ = g”(a’u])2 +2g,du'du’ +g,, (duz)z. (2-4)

Koeficijenti gy dobiju se iz skalarnih produkata tangencijalnih vektora (2-3).
Qi =Triry, g=rir, g2=7r . (2-5)

Diskriminanta prve osnovne forme (g) je:

g 8
8= ! ]2‘ =818»— g122' (2-6)

8 8x»

Za sve regularne plohe i na njima neki parametricki koordinatni sustav diskriminanta mora biti
razli¢ita od nule. Ako taj uvjet u nekim tockama nije zadovoljen, tocke se nazivaju singularnim
i one ne mogu pripadati kartografskoj domeni.

Kad su parametricke koordinatne linije ortogonalne onda je
g, =0, (2-7)
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a prva osnovna metri¢ka forma (2-4) postaje pojednostavljena:
2 2
ds’ =g11(d“1) + 8 (duz) : (2-8)

Osnovni elementi plohe su diferencijalno mala duzina (ds), kut izmedu dvije linije na plohi
(0() i diferencijalno mala povrsina plohe (dp). Njihove vrijednosti ne ovise o izabranom

sustavu parametrickih koordinatnih linija. Koordinatni sustav moZe se mijenjati, ali osnovni
elementi plohe ostaju nepromijenjeni.

Kartografske projekcije uklju¢uju dvije plohe: sferu (kuglu) i ravninu. Ako parametrijske
koordinate ravnine ozna¢imo sa ( X' x2) onda odnosi:

x! :xl(ul,uz) , x'=x’ (u]),uz, (2-9)

predstavljaju op¢i oblik kartografske projekcije neke zatvorene domene D na sferi u domenu
A na ravnini. Da bi kartografske funkcije (2-9) bile i prakti¢no znacajne ograniéavaju se na
funkcije koje su jednoznacne, konacne, s prvom i drugom kontinuiranom derivacijom i gdje u
svakoj tocki domene Jacobianska determinanta razlicita je od nule:

——L#0- (2-10)

Takav odnos medu tockama dviju domena naziva se homeomorfizam. Prva ploha sfere
konvencionalno naziva se originalna ploha, dok je ravnina projekcijska ploha. Medutim,
pravac projekcije moze biti i obrnut, kad se ravnina projicira na sferu.

Osnovni parametricki koordinatni sustav na sferi sastoji se od geografske Sirine (¢) i

geografske duZine ( /1) . Geografska Sirina neke tocke je kut izmedu radijalnog vektora tocke i

ekvatorijalne ravnine. Po veli¢ini Sirine su izmedu 0° i 90°, a po konvenciji Sirine juzne
hemisfere imaju negativan algebarski predznak. Geografska duzina je kut izmedu osnovnog
meridijana (Greenwich A =()°) i meridijana tocke. DuZine su po veli¢ini izmedu 0° i 180°, a
isto¢no od osnovnog meridijana su pozitivne, dok su zapadno negativne veli¢ine. Kako je
osnovni meridijan kod vecine kartografskih domena daleko od domene, u racunanju se uvodi
kao druga koordinata razlika duzina (/) koja se dobije razlikom duzine tocke i duzine nekog
izabranog centralnog meridijana kartografske domene:

[=A—2, 2-11)

Prema tome, u kartografiji svaka toCka sfere zadana je svojom Sirinom () i razlikom duZine (/),
uz poznatu duzinu centralnog meridijana (2,) Mreza koordinatnih linija je sastoji se od
okomitih linija meridijana | = const. i paralela ¢ = const. U ravnini projekcije upotrebljava se

ortogonalni Kartezijanski koordinatni sustav (x,y). U geodeziji x-os oznacuje pravac sjever-jug,
dok y-os je u pravcu istok-zapad.
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Sjeverni pol A X
|
y P(x,y)
P@1) !
R boX
centralni/meridijan \
0 . ! )
‘\J\
Seo Ravnina projekcije
Sfera

Slika 1: Dio sfere i ravnine projekcije

Osnovne formule kartografskih projekcija sfere na ravninu definirane su sa sljedece dvije
jednadzbe:

x=x(gl) ., z=z(gl). (2-12)
Prva osnovna metricka forma na sferi u skladu s izrazom (2-4) postaje:

ds’ =R’ (dg’ +cos’ dI’ ) (2-13)

a u ravnini projekcije:
ds’ =dd’ +dy’. (2-14)
Kako su ortogonalne koordinate ravnine (x,y) funkcije sfernih koordinata (¢,l ) (2-12) onda su

njihovi diferencijali:
dx=x¢d¢+zldl , dy=y¢d¢+yldl, (2-15)
a osnovna kvadratna metricka forma u projekciji (2-14) je:
dS’ =g, df’ +2g,,dedl + g,,dI’ . (2-16)
Gaussovi koeficijenti metricke forme su:
=XtV » &u=XX TV 5 8 :x12 +y12' (2-17)

U geodetskoj kartografskoj literaturi Gaussovi koeficijenti uobi¢ajeno su dati sa simbolima E,F’
i G. (Franki¢, 2010.)
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Azimut diferencijalno malog segmenta proizvoljne krivine definiran je u projekciji sljedec¢im
izrazom:

dl
a =arctan| cos p— | (2-18)
d¢
Dok je smjerni kut izmedu pravca x-osi i tog linearnog segmenta dsS:
d d¢+ ydl
p =arctan [_y] = arctan W—yl . (2-19)
dx x,d¢ + ydl
Za smjerne kutove projekcije meridijana (l//, a= 0) i paralele (Z o= % j imamo:
v = arctan [&J , )Y =arctan (&} (2-20)
X, X,
Projekcija azimuta (05) na ravnini (a') je:
a'=p-y, (2-21)
ili
dl
o' =arctan L : (2-22)
8,49+ g,,dl

U gornjoj formuli veli¢ina g dobije se iz ve¢ definirane jednadzbe (2-6).
Kut izmedu parametrickih linija (meridijana i paralela) u ravnini projekcije dobije se iz izraza:

0 = arccos| —22— | (2-23)

VEi1182

Diferencijalno mala povrSina sfere (dp) i njena projekcija (dP) u ravnini date su sljede¢im
izrazima:

dp=R’cospdgdl , dP=\[g dgdl. (2-24)

Ovime smo definirali sve osnovne elemente sfere u ravnini projekcije.
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3. ELEMENTI TEORIJE DEFORMACIJA

Ve¢ je u uvodu spomenuto da izometricko projiciranje dviju regularnih ploha moguce je samo
onda ako su im radijusi Gaussove zakrivljenosti jednaki. Kako sfera i ravnina nemaju to
svojstvo, projekcijom sfere na ravninu ne mogu se generalno sacuvati duzine. Neke druge
elemente plohe, poput kutova, ili povrS§ina moguce je zadrzati u svojim originalnim
vrijednostima, ali duzine ¢e kod projiciranja uvijek dozivjeti neku vrstu promjena, ili
deformacija. Osnovni zadatak matematicke kartografije je definirati i prouciti sve vrste
deformacija, a onda izabrati projekcije neke zatvorene domene koje ¢e imati minimalne
promjene, najmanje deformacije. Teorija deformacija u kartografiji razvio je M. Tissot,
francuski kartograf i objavio u svojim "Memoirs” , a onda su je preuzeli i svi ostali moderni
kartografi.

Deformacija diferencijalno malog linearnog elementa (ds) projiciranog sa sfere na ravninu (dS)
definira se mjerilom (k):

j— dS .

=22
ds

-1

Mjerilo se mijenja unutar domene od tocke do toce, ali i unutar tocke kao funkcija smjernog
kuta (a)

k=k(¢lLa). (3-2)
Mjerilo duz parametrickih koordinatnih linija dobije se iz opée formule myjerila za dva
specijalna slucaja kad je @ =0 i 5 — 7. U tom slucaju:
2
mz_‘fg” ) n:i . (3-3)
R Rcos ¢

Simbol m oznacava mjerilo duz meridijana, a » duz paralele. U nekom proizvoljnom pravcu &
kvadrat mjerila postaje:

kK’ =m’ cos’ a + mncos@sin2a + n’ sin’ «. (3-4)

Ekstremne vrijednosti mjerila bit ¢e u praveu @, :
28,,co8¢

tan2a, = >
g, c08" p—g,,

(3-5)

RjeSenje posljednje trigonometrijske jednadzbe daje dva okomita pravea &, i a, + r koji

predstavljaju glavne pravce. Glavni pravci su ortogonalni i na originalnoj plohi sfere, kao i na
projekcijskoj ravnini.

Ako se uzme diferencijalno mala povrSina sfere (dp) 1 njena projekcija na ravnini (dP) onda
njihov odnos daje mjerilo povr§ina (p):
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_ar.

p dp

(3-6)

Tissot je uveo u matematicku kartografiju pojam elipse deformacije, ili danas poznatije pod
imenom Tissotove indikatrise. To je elipsa Cije su poluosi ekstremna mjerila

(a=k, za a=a, i b=k, za a=q,

max.

+ %), a veli¢ine ekstremnih mjerila dobiju se iz
2

izraza:
1 1
=—(A+B) , b==—(A-B) 3-7
a=5(4+8) S(4-8) G-7)

gdje su:
A =’ +1’ +2mnsin@ , B =m’ +n’ —2mnsiné. (3-8)

U formulama (3-4), (3-5) i (3-8) parametri¢ki ugao (@) racuna se iz jedne od sljedece dvije
formule:

_ o tan9=£'

VE1182 8

Sve formule teorije deformacija mogu se izraziti kao funkcije elemenata Tissotove indikatrise.
Tako, na primjer, orijentacijski kut projekcije meridijana obzirom na prvi glavni pravac na sferi
je:

cosf = (3-9)

2 2
a—m’

sinf = e (3-10)
a njegova projekcija u ravnini:
b
tan f'=—tan - (3-11)
a
Linearno mjerilo (k) u proizvoljnom pravcu (5 ) od prvog glavnog pravca je:
k§ =a’cos’ S+ b’ sin’ S . (3-12)

Kutna deformacija (a)) dobije se kao razlika kuta na sferi i njegove projekcije na ravnini:

w=06-7", (3-13)
a njena vrijednost racuna se iz izraza:
a—
sinw = sin(6—9") 3-14
a+b ( ) (3-19)

Maksimalna vrijednost kutne deformacije (a)o ) je:
a-b

Sin@, = (3-15)

S~

a+

Mjerilo povrsina (p) (3-6) takoder se moze izraziti kao funkcija glavnih mjerila:

p=ab. (3-16)
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4. LOKALNE MJERE KVALITETE KARTOGRAFSKIH PROJEKCIJA

Svaka projekcija sfere, ili jednog njenog dijela, na ravninu rezultirat ¢e deformacijama duZzina.
Izborom posebnih kartografskih funkcija mozemo sacuvati kutove (konformne projekcije), ili
povrsine (ekvivalentne projekcije), ali duzine ¢e generalno uvijek biti promijenjene sve dok
regularne plohe ukljucene u koordinatne transformacije nemaju istu Gaussovu zakrivljenost.
Ve¢ je u uvodu receno da je Gaussov radijus zakrivljenosti sfere jednak njenom radijusu (R), a
za ravninu je neizmjerno velik, pa izometricko kartiranje sfere na ravninu nije moguce. Sve
kartografske projekcije mijenjaju duzine i zbog toga je deformacija duzina, ili neka njena
funkcija, najbolji kriterij za vrednovanje kvalitete kartografskih projekcija.

Deformacija duzine (v) u nekoj tocki i definiranom pravcu odreduje se razlikom myjerila (k) i
njegove idealne vrijednosti jedinice.

v=k—1. (1)

Mjerilo (k) je kod generalnih projekcija funkcija mjesta i pravca, ali njegova deformacija (4-1)
nije primijenjena u kartografiji jednoznacno, ve¢ postoji nekoliko verzija. Tako, na primjer,
linearna deformacija se moze definirati i sljede¢om formulom:

i
o 42
v 3 (4-2)

Cebisev, Weber i Markov, medu mnogim znanstvenicima na polju matematicke kartografije,
definirali su linearnu deformaciju prirodnim logaritmom mjerila:

v'i=ink. (4-3)

Kod koni¢nih projekcija (konusnih, cilindriénih i azimutalnih) za deformaciju se katkad
upotrebljavao izraz:

=Sk =), (4-4)

Sve ove cetiri definicije su funkcije linearnog mjerila.

k=]+v=11 ,=ev"=\/l+2v”’- (4-5)

-V

Pojedine definicije deformacija razlikuju se u veli¢inama drugog reda. U biti Cebisevljeva
definicija deformacije (4-4) kao prirodnog logaritma mjerila pokazala se najboljom, jer kod
optimizacije konformnih projekcija direktno vodi do minimalne deformacije povrSina, a kod
ekvidistantnih i ekvivalentnih projekcija do minimalne deformacije kutova. Sli¢ni se rezultati ne
postizu kod primjene drugih definicija deformacije. Upravo se zbog toga preporuca
Cebisevljeva definicija linearne deformacije.

Godine 1861. Engleski astronom G.B. Airy (1861) ucinio je prvi ozbiljni pokusaj definicije

mjere lokalne kvalitete (gj) za proizvoljne kartografske projekcije. Njegova prva definicija

imala je formu:

j:(%—lj (ab-1)> 46)
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ali je kasnije kod postupka optimizacije prihvatio drugu, jednostavniju verziju, koju bi mogli
nazvati srednja varijanca linearne deformacije:

é=ébﬁ+ﬁ} (4-7)

gdje su ekstremne lokalne deformacije definirane kao:
v,=a=1 , v,=b-1. (4-8)

Airyjeve dvije mjere lokalne deformacije (4-6) i (4-7) razlikuju se u ¢lanovima treceg reda.

Godine 1896. Njemacki geodet W. Jordan preporucio je bolju i realisti¢niju definiciju mjere
lokalne kvalitete i njegova srednja kvadratna deformacija udaljenosti bila je definirana
formulom:

1 2r
gl=—1[(k-1) da (4-9)
2 0
u kojoj a predstavlja smjerni kut mjeren od prvog glavnog pravca (Mescerjakov, 1968).

Kavrajski (1959) je modificirao srednje kvadratne deformacije Airya i Jordana s logaritamskom
definicijom linearnih deformacija (4-3) i tako dobio lokalne mjere kvalitete kartografskih
projekcija koje danas nazivamo Airy-Kavrajski i Jordan Kavrajski:

& =§(ln2 a+In’b) (4-10)
i
] 2r
£ :Zglnzkdm (4-11)

S teoretskog stanovista Jordanova definicija lokalne mjere linearne deformacije je bolja od
Airyeve, ali postupci optimizacije kartografskih projekcija rezultirali su slicnim vrijednostima
parametara kod obje definicije. Njihove neznatne razlike su premalene da bi se mogla opravdati
mjera Jordan-Kavrajski, koja je mnogo kompliciranija od Airy-Kavrajski.

5. MJERE KVALITETE ZATVORENIH KARTOGRAFSKIH DOMENA

Dosadasnje mjere kvalitete kartografskih projekcija bile su definirane u pojedinim tockama
domene, ali ne i za cijelu domenu koja se projicira na ravninu. Naravno, lokalne mjere kvalitete
mogle bi se izraCunati za niz to¢aka domene i tako dobivene rezultate za razne kartografske
projekcije trebalo bi onda usporediti, ali opcenito, takav postupak vodi do niza nejasnoca i
subjektivnih odluka obzirom na izbor tocaka u kojima se deformacije racunaju. Da bi se takve
poteskoée reducirale na podnosljivi minimum Airy uvodi srednju kvadratnu linearnu
deformaciju domene:

E’ =£j(vj +v; )dD> (5-1)

D
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a integriranje se proteze na Citavu kartografsku domenu (D). S logaritamskom definicijom
lokalne mjere (4-3) posljednja formula postaje kriterij Airy-Kavrajskog najboljih kartografskih
projekcija:

E, =£ [(in* a+1n’b)dD- (5-2)

D

Kad se umjesto definicije Airy-Kavrajskog upotrijebi verzija Jordan-Kavrajskog (4-11),
kriterij najboljih projekcija postaje:
1
2

2r
E? =—— m’kdadD. 5-3
K MD[[ {” a (5-3)

I kod jedne i kod druge formule (5-2) i (5-3) domene moraju biti analiticki definirane, §to je
slu¢aj kod vrlo malog broja kartografskih domena, a osim toga podintegralne funkcije moramo
mo¢i analiticki integrirati. Ukoliko to nije sluCaj integrali se ne mogu analiticki rijesiti.
Medutim, ako prijedemo na numeric¢ko integriranje onda oba ova problema nestaju. Zapravo, u
prvim radovima optimizacije (Airy, 1861) i (Young, 1920) autori su uzimali analiticki
definirane granice domena, ali u danasnje vrijeme modernih i brzih elektronickih kompjutora
integriranje je vrlo jednostavan, pouzdan i stabilan postupak i analiticka integracija moze se
potpuno zamijeniti numeriCkom. Granice kartografskih domena sastoje se veéinom od
zatvorenog poligona toCaka, a originalna povrSina sfere zamijeni se velikim brojem malih
povrsinskih elemenata, sfernih trapeza, koje ograniCava mreza meridijana i paralela i u
gravitacijskim tockama tih povrSinskih elemenata racunaju se lokalni elementi linearne kvalitete
projekcija. Kavrajski je preporucio jednostavnu sumu srednjih kvadratnih linearnih deformacija.
S druge strane,Young je smatrao da je bolje upotrijebiti regularnu mrezu u projekcijskoj
ravnini. ZaSto bi takva mreza bila bolja tesko je razumjeti, a kako je ona istovremeno i
kompliciranija preporuca se postupak Kavrajskog.

6. SUSTAV METAKOORDINATA NA SFERI

Prirodnost nekog koordinatnog sustava u matematickoj kartografiji nije uobiCajen strucni
termin. On se ovdje odnosi na jednostavnost matematickog izraza kod projekcije kartografske
domene sa sfere na ravninu. Oni koordinatni sustavi koji ¢e kod projiciranja dati
najjednostavniju matemati¢ku formu nazivamo prirodnim. To se posebno odnosi na primjeru
konic¢nih projekcija, a to je zbirna imenica za konusne, azimutalne i cilindri¢ne projekcije.
Naime, azimutalne i cilindricne projekcije mogu se tretirati kao specijalni slu¢ajevi konusnih
projekcija (Franki¢, 2010). Po sugestiji kanadskog matematicara i kartografa T. Wray-a (1974)
sistem prirodnih koordinata na sferi nazivamo metakoordinate. Mreza metakoordinatnih linija
je u formi identi¢na mrezi geografskih linija (meridijana i paralela), ali se poloZzaj metapola
moze nalaziti bilo gdje na sferi. Ako su geografske koordinate metapola zadane Sirinom (¢0) i

razlikom duzine (10) onda je metakoordinatni sustav potpuno definiran. Veliki krugovi koji

prolaze kroz metapol (M) zovu se metameridijani, a presjeci sfere s ortogonalnim ravninama na
metameridijane su metaparalele. Metaparalele se definiraju s metaSirinom (.»: ), a

metameridijani s metaduZinom (,7) Kad su poznate pozicije metapola (¢0,IO) i geografske
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koordinate proizvoljne tocke (¢,l) lako se mogu izraCunati metakoordinate tocke primjenom

sferne trigonometrije:

& = arcsin(sing, sing + cos ¢, cos pcos! ) (6-1)
cos ¢ sinl
n =arctan| — - . (6-2)
singcos @, — cos psing, cosl

P(pol)

centralni
meridijan

Slika 2: Metakoordinate na sferi

U slucaju primjene metakoordinata (f, 77) kartografska projekcija postaje dvostruka projekcija.
Prvo se geografske koordinate (¢,l) transformiraju u metakoordinate (5177), a ove se na kraju

projiciraju u ravninu (x,y):

(p1) = (&n) = (x)

sfera metasfera ravnina

Obzirom na polozaj metapola prema geografskom polu koni¢ne se projekcije dijele u tri
aspekta:

(1) Standardne ili uspravne projekcije (¢0 = 900) ,

(2) Kose projekcije (0O <@, =< 900) i
(3) Transverzne ili popre¢ne projekcije (¢0 =0°).

Kod standardnih ili uspravnih projekcija metakoordinate su identiCne s geografskim
koordinatama. Kod keosog aspekta projekcije primjenjuju se za svaku toCku kartografske
domene formule (6-1) i (6-2), a tek se onda transformiraju na ravninu odabrane koni¢ne
projekcije. Za transverzne ili poprecne projekcije prijelaz sa sfere na metasferu je
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pojednostavljen, jer je geografska Sirina metapola jednaka nuli (¢0 =0, sin ¢0 =0, cos ¢0 = ]),
pa zbog toga formule (6-1) i (6-2) poprimaju formu:

& =arcsin (cos @cosl ) (6-3)

sinl
n= arctan(mn ¢j . (6-4)

Vrsta parametricke koordinatne mreze utjeCe na kvalitetu kartografske mreze i1 njene
deformacije i kod pronalaZenja najboljih projekcija polozaj metapola postaje utjecajan faktor.
Da bi se postupak optimizacije ubrzao i osigurala nuzna konvergencija parametara neke
projekcije, generalno je potrebno pronaéi priblizne vrijednosti metapola. Obzirom na svojstva
konic¢nih projekcija kod transformacije sfere na ravninu treba znati da kod azimutalnih
projekcija najpovoljnije podru¢je domene s minimalnim deformacijama nalazi se oko metapola.
Metapol je glavna toc¢ka azimutalnih projekcija. Kod konusnih projekcija minimalne
deformacije su oko jedne metaparalele i ona postaje glavna linija projekcije, a za cilindri¢ne
projekcije optimalno podru¢je domene je oko metackvatora i zbog toga u tom je slucaju
metaekvator glavna linija. Znaju¢i to, zavisno o obliku i veli¢ini kartografske domene i
izabranoj projekciji, moguce je definirati priblizan polozaj metapola, na primjer, kao centralne
tocke domene kod azimutalnih projekcija, ili glavne linije kod konusnih i cilindri¢nih
projekcija. Kod cilindri¢nih projekcija glavna linija je metaekvator, koji se definira s dvije tocke
domene koje pripadaju pribliznoj liniji metaekvatora oko koje zelimo imati najmanje
deformacije. Konac¢no, kod konusnih projekcija glavna linija je metaparalela, koja se odreduje s
tri tocke domene.

U postupku odredivanja najboljih koni¢nih projekcija polozaj metapola odreduje se sa sljedeca
tri postupka:

Azimutalne projekcije:

1 1
h=5+4) . =50, +L). (6-5)
U tim formulama ¢J i ¢S su $irine krajnjih paralela domene: juzne i sjeverne. Na isti nacin I, i
[, oznacCuju istocni i zapadni grani¢ni meridijan.
Cilindricne projekcije:
Kod cilindri¢nih projekcija moraju se odrediti dvije tocke pribliznog metaekvatora: | (¢1,l 1) i

2 (¢2 N 5 ) , a nakon toga slijedi racunanje koordinata metapola:

x, =cos @, sinl, sing, — cos ¢, sinl, sin g, (6-6)
¥, =cos @, cosl, sing, — cos @, cosl, sing, (6-7)
z, =cos ¢, cosp, sin(l, —1,) (6-8)
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¢, =arcsin(z,) (6-9)
l, = arctan (&J . (6-10)
Xy

Konusne projekcije:

Kod konusnih projekcija odreduje se priblizna metaparalela, a za njeno definiranje potrebne su
tri tocke: ](¢1,ll) , 2(¢2112) | 3(¢3,l3 ) Prvo se izratuna Sest koeficijenata:

A z(sin¢2 - sin¢,)(cos¢3 cosl, —cos ¢, cosl,) (6-11)
B=(sing, —sing,)(cos ¢, cosl, — cos ¢, cosl,) (6-12)

C= (sin¢3 —sing, )(COS¢2 sinl, —cos @, sinl,) (6-13)

D =(sing, —sing,)(cos ¢, sinl, — cos ¢, sinl, ) (6-14)

E =(cos ¢, cosl, —cos g, cos, )(cos g, sinl, — cos ¢ sinl, ) (6-15)
F =(cos ¢, cosl, — cos ¢, cosl, )(cos @, sinl, — cos g, sinl,) (6-16)

1z ovih koeficijenata dobiju se komponente metapola:

x,=A-B , y,=C-D , z,=E-F, (6-17)

a pomocu izraza (6-9) i (6-10) raunaju se geografske koordinate metapola.

7. OPTIMIZACIJA PROJEKCIJA | METODA NAJMANJIH KVADRATA
Ako se prihvati kriterij Airy-Kavrajskog, definiran jednadzbom (5-2)

E, =Lj(ln2a+ln2b)dD=min, (7-1)
2D

uvjet najbolje projekcije neke klase je minimalna vrijednost gornjeg izraza. U tom izrazu D je
povrsina kartografske domene, a integracija se proteze na ¢itavu domenu. Kartografske domene
su rijetko analiticki definirane, osim kad se prikazuje ¢itav Svijet, ili jedna njegova polutka.
Kod uobi¢ajenih neregularnih granica domena analititko integriranje je nemoguée. Cak i u
slucajevima kad je domena definirana regularnom funkcijom analiti¢ko integriranje moze biti
vrlo slozeno, ili nemoguce. Problem se moze rijesiti jednostavnom numerickom integracijom.
U tom slucaju numericka aproksimacija kriterija Airy-Kavrajskog (7-1) postaje:

1 1 .
E, 2D EZ, :E;[(va )12 +(vb )jAD, =min- (7-2)

U kriteriju Airy-Kavrajski (7-2) veliine:
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v.=lna , v,=Inb, (7-3)

su prirodni logaritmi poluosi Tissotove indikatrise (3-7), a ADmali povrSinski element
domene, dok je n totalni broj povrSinskih elemenata domene. Parametri transformacije (7-3)
racunaju se za centralnu toc¢ku svakog povrsinskog elementa. Zbog jednostavnosti numeri¢kog
postupka preporuca se podijeliti kartografsku domenu regularnom mrezom meridijana i paralela
¢ime se domena aproksimira velikim brojem malih sfernih trapezoida. PovrSina jednog od njih
racuna se iz izraza sferne trigonometrije:

AD=2R (1, _zl)smé(@ —¢1)cosé(¢2 i4): (7-4)

U gornjoj formuli R je radijus sfere. Za male razmake izmedu meridijana i paralela elementarni
dio domene postaje:

AD=R’A¢ Al cos - (7-5)
gdje su:
Ap=¢,—-¢, . Al=IL-1, (7-6)
a
sink(4,-4,)="L(4, - 4,)- (7-7)
2 2 1 2 2 1

Geografske koordinate u formuli (7-5) odnose se na centralnu tocku povrsSinskog elementa
domene. Daljnje pojednostavljenje u racunanju postize se kad su razmaci medu meridijanima i
paralelama jednaki za ¢itavu domenu:

K=Ap=Al. (7-8)
U ovom slucaju kriterij Airy-Kavrajski (7-2) postaje:
A K’R> &
E, = D Z[(va )ZZ +(v, )j}cos¢:min- (7-9)
i=1

Kako je pred znakom zbrajanja konstanta uvjet najboljih projekcija po kriteriju Airy-Kavrajski
se reducira na:

n

Z[(va )f +(vb )j}c0s¢=min. (7-10)

i=1

Taj uvjet nije nista drugo nego minimalizacija Euklidske norme, a ona predstavlja problem
metode najmanjih kvadrata. Nepoznati parametri neke kartografske projekcije, u koju spadaju
koordinate metapola i razne konstante projekcije, odreduju se tako da suma kvadrata glavnih
deformacija pomnozena s kosinusovom funkcijom geografske Sirine bude minimalna.
Parametricki matematicki model metode najmanjih kvadrata (Franki¢, 2010) zahtijeva da se
svaka glavna deformacija (7-3) izrazi kao eksplicitna funkcija nepoznatih parametara. U ovom
slucaju treba izraziti prirodne logaritme glavnih mjerila kao funkcije nepoznatih konstanti. U
svakoj centralnoj tocki povrsinskog elementa domene odrede se glavna mjerila (a,b) pomocu
formula (3-7), (3-8) i (3-9). Generalna formula za vektor deformacija v kao funkcija vektor
parametara c glasi:
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v=f(c) (7-11)

Matematicki model (7-11) je u svom opéem obliku nelinearan, a za standardnu primjenu
metode najmanjih kvadrata treba ga transformirati Newtonovom metodom u linearnu formu.

V= f(co + Ac)z f(co)+ [1j Ac. (7-12)

oc

Vektor ¢’predstavlja vektor pribliznih vrijednosti nepoznatih parametara, Ac je vektor
korekcija, a Jacobianska matrica parcijalnih derivacija deformacija po parametrima definirana

je kao:
=2.

” (7-13)

Ako oznacimo vektor funkcija pribliznih vrijednosti nepoznatih parametara f(co) =4, dobit

¢emo konacénu verziju linearnog matematickog modela:
v=BAc+V"- (7-14)

Sad se definira striktno dijagonalna matrica P ¢ija dimenzija je 2nx 2n, a Ciji elementi su
kosinusi geografskih $irina i to tako da su po dva ¢lana ista.

[cos ¢, 0o .. 0 0
0 cos¢g, .. 0 0
P=| i i, ' (7-15)
0 0o .. cos @, 0
| 0 0o . 0 cos @, |

Uz definiran vektor deformacija v (7-14) i matrice P (7-15) uvjet najboljih projekcija po
kriteriju Airy-Kavrajskog (7-10) postaje:

v Pv=min, (7-16)

v =[(va)](1/b)](va)2(vb)2 ........ (va)n (vb)n] (7-17)

Postupak optimizacije dat ¢e vektor deformacija v (7-17) i vektor nepoznatih parametara c Ciji
elementi se sastoje od geografskih koordinata metapola i konstanti projekcije:

gdje je:

cT:[¢0 I, ¢ ... cm]- (7-18)
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Kad se izraz (7-14) uvrsti u uvjet minimuma (7-16), znajuéi da uvjet minimuma zahtijeva da
prva derivacija Airy-Kavrajskog kriterija po vektoru nepoznatih parametara bude jednaka nuli,
dobije se sustav jednadzbi koje nazivamo normalne jednadZbe:

oc

=B"PBAc+B" PV =0" (7-19)

Rjesenje normalnih jednadzbi daje vektor korekcija pribliznih vrijednosti Ac nepoznatih
parametara:

Ac=—(B"PB)" (B"PY")- (7-20)

a procijenjene vrijednosti nepoznatih parametara su:
é¢=c"+Ac. (7-21)

Ovaj se postupak primjenjuje iterativno, tako da svaki novoprocijenjen vektor ¢ postaje nova
aproksimacija i racunski se postupak ponavlja sve dok vrijednost vektora korekcije Ac ne
postane beznacajno mala. Ovo, naravno, podrazumijeva da postoji konvergencija iterativnog
postupka, a ako ona ne postoji oCito su prve aproksimacije nepoznatih parametara krivo
procijenjene. Kad je konvergencija prisutna i kad se izraCunaju posljednje vrijednosti vektora
popravaka dobili smo konstante najbolje projekcije iz te grupe, a njena mjera kvalitete dobije se
iz kriterija Airy-Kavrajskog:

E =—=—ypy. (7-22)
AK 2D

Metoda najmanjih kvadrata poznata je matematickoj kartografiji od pocetka 20-og stoljeca.
Godine 1913. Zinger (Kavrajski, 1959) prvi je izratunao konstante Lambertove konformne
konusne projekcije primijeniv§i metodu najmanjih kvadrata. Godine 1934. Kavrajski je
izraGunao sve konstante uspravnih koni¢nih projekcija, a Urmajev je 1953. rijeSio problem
simetri¢nih Cebisevljevih projekcija metodom najmanjih kvadrata. Konaéno je Tobler godine
1977. preporucio optimalnu projekciju s minimalnim distorzijama udaljenosti, ali je pritom
dobio numericke vrijednosti koordinata u projekcijskoj ravnini za mrezu tocaka cije su pozicije
na sferi bile poznate, a ne analiticki izraz za racunanje. Za tocke koje nisu pripadale originalnoj
mrezi na sferi morala se izvr§iti numericka interpolacija da bi se dobile koordinate u projekciji.
Metoda najmanjih kvadrata je vrlo jednostavan i elegantan nacin dobivanja najboljih projekcija
neke klase, ali na pocetku iterativnog postupka zahtijeva prilicno dobru procjenu nepoznatih
parametara koji ¢e osigurati konvergenciju. Glavna dodatna poteskoc¢a primjene metode
najmanjih kvadrata je formiranje matrice B. Kao ilustraciju postupka optimizacije koni¢nih
projekcija uzet ¢emo tri primjera: Lambertovu konformnu konusnu projekciju, ekvidistantnu
konusnu projekciju i Lambertovu ekvivalentnu cilindri¢énu projekciju. Izvode tih projekcija
mozete naci u (Franki¢, 2010).

Lambertova konformna konusna projekcija definirana je sljede¢im izrazima:

K
x=K—pc0sy,y=psin)/,p=Uc ,U:tan(§+§)y=cn (7-23)

cK

a=b=———"
U‘Rcosé

(7-24)
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Deformacije (7-3) kod konformnih projekcija jednake su u svim pravcima:

v=v,=v,=In k|, (7-25)
o U‘Rcos & i
a kriterij Airy-Kavrajski (7-9) zbog konformnosti je pojednostavljen:
©, APAIR & 2 .
Ey =———>(v,) cos¢=min" (7-26)

i0l

Jacobianska matrica (B) ima Cetiri stupca, jer postoje Cetiri nepoznata parametra: ¢0 , [ 0 G K

a broj redova jednak je broju malih povrsinskih elemenata (n):

b(i,1) =%:[mn§1 -

0

le, i=1...,n (7-27)
coS

t, =—==(cos @, sing, — sing, cos ¢, cos| 7-28
i (cos ¢, sing, — sind cos ¢ )COS;_ (7-28)
b(i,2)=ﬂ: tan&, — u, i=1,...n (7-29)
ol, cos ¢,

u, =d—n=(cos¢ cos @, sinl) (7-30)

bodi, ’ l cos &,

ov 1
b(i,3) =—=——In(U.) i=1,...n 7-31
(3)-2=L-in(v,) 31
ov 1

b(id)=—>=— i=1...n 7-32
(4)=2k"% ! (732

Ekvidistantna konusna projekcija definirana je jednadzbama:
x=K—-pcosy,y=psiny,y=cn,p=K-RE, m=1,n= L. (7-33)

Rcosé

Deformacije glavnih mjerila (a,b) kod konusnih projekcija jednake su deformacijama
parametrickih linija (m,n).

v, =ln(c(K—R§i))—ln(Rcoséjl.)- (7-34)
Elementi matrice B su:
b(i,]):[tangi —ﬁ} t, (7-35)

b(i,Z)z(tané —ﬁj u, (7-36)
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b(i,3)= (7-37)

~oo |~

b(i.4)= (7-38)

K_RE

Pomocne funkcije (¢, , u,) u jednadZbama (7-35) 1 (7-36) dobivaju se opet iz izraza (7-28) i (7-
30).

Lambertova cilindri¢na ekvivalentna projekcija definirana je jednadzbama:

R . Rcos& 1 c
x=—siné&, y=cn, m= , h=—= ' (7-39)
c c m Rcosé

I kod cilindriénih projekcija su glavna mjerila (a,b) identi¢na s mjerilima duz parametri¢kih
linija metameridijana i metaparalela (m,n), pa ¢e deformacije glavnih mjerila biti:

v(2i—1)=InR+Incos& —Inc v(2i)=—v(2i—1). (7-40)
Elementi matrice B su:

b(2i—1.1)=tané 1, (7-41)

b(2i,1)=-b(2i-11). (7-42)

b(2i-12)=tan& u,, (7-43)

b(2i-1,3)="- (7-44)

c
b(2i,3):—b(2i—1,3)- (7-45)

U ovom posljednjem slucaju cilindricne ekvivalentne projekcije dijagonalna matrica P ima
dimenziju 2n x 2n, a pojedini elementi racunaju se pomocu algoritma:

P{p(2i—],2i—1)=p(2i,2i):coscfl. zai=1,..... ,n}- (7-46)

P{p(ii)=cosé& zai=1,...n}- (7-47)

Ovakva optimizacija, pokazana samo na nekoliko poznatih projekcija, nije ograni¢ena na
koni¢ne projekcije, ve¢ se moze primijeniti na bilo koju analiticki definiranu kartografsku
projekciju. Treba imati jasnu analiticku definiciju pravokutnih koordinata (x,y) kao funkcije
nepoznatih parametara. Jacobianova matrica zahtijeva parcijalnu derivaciju vektora deformacija
obzirom na vektor nepoznatih parametara. Na kraju, primjena metode najmanjih kvadrata je
rutina koja se ponavlja kod svake projekcije.
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8. CEBISEVLJEVE PROJEKCIJE

Godine 1856. ruski matemati¢ar Cebisev formulirao je teorem o najboljim transformacijama iz
klase konformnih projekcija. Zbog toga konformna preslikavanja u kojima su promjene mjerila
najmanje nazivamo CebiSevljevim projekcijama. Drugim rije¢ima, odnos maksimalnog i
minimalnog mjerila za Citavu domenu, koju definira zatvorena kontura, je najmanje moguci.
Kako mjerilo u tim projekcijama ne odstupa mnogo od jedinice to njegov prirodni logaritam ne
odstupa mnogo od nule. CebiSevljev teorem glasi (Biernacki, 1965): "Nuzan i dovoljan uvjet da
neka konformna projekcija zatvorene domene bude i najbolja je da joj mjerilo duz graniéne
konture ima konstantnu vrijednost”. U tom slucaju Poissonova jednadzba (Frankich, 1982) ima
oblik:

7lnm &’lnm

o v =sech’q> (8-1)

a za grani¢nu vrijednost:
sech’q = const. (8-2)

Ne gubi se niSta na opéenitosti ako se pretpostavi da je ta konstanta jednaka nuli, a time se Citav
problem reducira na rjeSenje Dirichletovog problema s nultim grani¢nim vrijednostima.
Cebisev nije ostavio matematicki dokaz svog teorema. Mnogo kasnije godine 1896. drugi ruski
matematic¢ar D.A. Grave dokazao je ispravnost teorema. Od tog vremena mnogi autori govore o
Cebisev-Grave teoremu konformnog preslikavanja. Dokaz teorema moZe se naéi u
(Mescerjakov, 1968). Medutim, treba naglasiti da vrlo mali broj kartografskih domena ima
pravilnu matematicki definiranu granicu. Velika veé¢ina domena kartografskih projekcija su
nepravilna oblika i u tim slucajevima nemoguce je rijesiti Poissonovu jednadzbu (8-1) a da bi
Cebisevljev kriterij bio potpuno zadovoljen. Ako je granica kartografske domene neki
nepravilni poligon onda ¢e CebiSevljeve projekcije imati samo priblizno rjeSenje. Veéina
prakticnih rjesenja spada u jednu od dvije moguée grupe. U prvu grupu rjesenja spadaju ona
koja vode do teoretski korektnog konformnog preslikavanja, ali CebiSevljevi grani¢ni uvjeti
nisu potpuno zadovoljeni. Grani¢ni poligon zamijenjen je krivuljom duz koje mjerilo ima
konstantnu vrijednost. Tu spadaju i sve konformne projekcije domena Ccije parametre
odredujemo metodom najmanjih kvadrata. U drugu grupu rjesenja spadaju ona koja ne vode do
pravog konformnog preslikavanja, a to znaci da Poissonova jednadzba nije potpuno zadovoljena
u svakoj tocki domene, ali su zato grani¢ni uvjeti konstantnog mjerila zadovoljeni. Do sada
najpoznatiju metodu tog tipa dao je njemacki inZenjer W. Ritz godine 1908. Po njemu se takve
projekcije zovu Ritzove projekcije.

Na kraju treba spomenuti jo§ jednu vaznu karakteristiku CebiSevljevih projekcija. Mijerilo
povrsina (p) kod konformnih projekcija dobiva se iz jednadzbe (3-16) i glasi:

p:ab=m2. (8-3)

Cebisevljeve projekcije su optimalne zbog najmanje linearne deformacije (v=In m), ali su i
istovremeno optimalne obzirom na deformacije povrsina:

Inp=2Ilnm- (8-4)
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Zbog toga su Cebisevljeve projekcije i najblize ekvivalentnim kartografskim projekcijama. Od
svih mogucih preslikavanja Cebisevljeve projekcije imaju najmanju deformaciju povrSina,
osim, naravno, ekvivalentnih.

Odredivanje stvarne Cebisevljeve projekcije neke zatvorene domene na sferi moze se podijeliti
na tri koraka. Prvo se povrSina Zemlje transformira konformno na ravninu izotermnim
koordinatama:

y+ix=q+il, (8-5)
a to je u stvari Mercatorova projekcija sfere jedini¢nog radijusa s linearnim mjerilom:
m, = secg- (8-6)

Drugi korak zahtijeva odredenje harmonic¢ke funkcije koja transformira domenu u jedini¢ni
krug. Ta transformacija mora biti normalizirana, a to zna¢i da neka tocka domene (%,10)
postaje centar jedini¢nog kruga.

Tre¢i i posljednji korak odreduje transformaciju z = z(y ) jedini¢nog kruga u zatvorenu

domenu z — ravnine zadovoljavajuéi osnovni uvjet Cebisevljevih projekcija da mjerilo duz
grani¢ne konture ima konstantnu vrijednost. Kombinirano mjerilo sva tri koraka je onda:

du ||dz
m = sec p|—||—| = const., (8-7)
¢da) du
gdje je:
z=y+ix,w=q+il ,z=w, (8-8)

a u je analiticka funkcija. Derivacija dz/du odredena je na jedini¢énom krugu. Istovremeno
imamo:

. B=arg®l (8-9)

Obje funkcije v i g su harmoniCne i konjugirane, pa prema tome Cauchy-Riemannova

jednadzba:
dF (o)
x,:y¢:ReW , —x, =y, =—1Im

dF (@)
do

(8-10)

dat ¢e funkciju B , a zatim duZ jedini¢nog kruga i derivaciju dz/du. Integracijom te derivacije
duz jedini¢nog kruga kona¢no dobivamo harmoni¢ku funkciju z = Z(u) na grani¢noj konturi, a

njena transformacija, na primjer metodom Kantorovica (Kantorovi¢, Krilov, 1958), konacno
zavr$ava s konformnom projekcijom jedini¢énog kruga na zatvorenu domenu. Detaljni opis tih
metoda dat je u (Frankich, 1977).
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9. ZAKLJUCAK

Iz svega ovog predocenog ocito je da je i sam pojam optimalne kartografske projekcije neke
zatvorene domene nejedinstven i matematicki nedefiniran jedinstvenom funkcijom, pa prema
tome i putovi njenog ostvarenja nisu jednoznacni. Ovisno o definiciji kvalitete projekcije i
metode njenog razvoja se razlikuju. Koje su transformacije kod grafickog prikazivanja neke
kartografske domene najbolje? Do sada kroz povijest se izbor kartografske projekcije sveo na
subjektivnu odluku nekog kartografa na njegovo znanje i intuiciju. Objektivni kriteriji nisu
sluZzbeno postojali, a ne postoje ni danas. Kartografska profesija trebala bi se u prvom redu
usuglasiti u definiciji kvalitete neke projekcije, a poslije toga bilo bi relativno jednostavno
razviti metodu dobivanja parametara izabrane projekcije. U ovom radu prihvaéen je kriterij
Airy-Kavrajski koji predstavlja Euklidsku normu linearnih deformacija. Ostvarenje minimuma
Euklidske norme postize se primjenom metode najmanjih kvadrata, a ona je relativno dobro
poznata geodetskoj profesiji. Kartografska domena aproksimira se konacnim brojem
individualnih toc¢aka koje ju ravnomjerno pokrivaju. Kontura domene zamijeni se poligonom
toCaka. Airy-Kavrajski kriterij se izracuna za svaku tocku domene, a poslije toga metoda
najmanjih kvadrata rezultira u parametrima projekcije. Zapravo metoda se primjenjuje
iterativno, §to znaci da se svaki skup izraCunatih parametara ponovno vraca u model kao
priblizna vrijednost i racunanje se ponovi. Iterativni postupak zavrSava s izraCunatom mjerom
kvalitete (Euklidskom normom) i sve dok se nakon svakog ponavljanja ta norma smanjuje treba
postupak ponavljati. Smanjenje norme pokazuje da postoji Zeljena konvergencija. Ukoliko
norma postaje nakon svake iteracije vece i veéa, o€ito su prve aproksimacije nepoznatih
parametara projekcije krive i treba ih mijenjati. Onog momenta kad nema ocitog poboljSanja
norme postupak se prekida i posljednje vrijednosti parametara projekcije postaju zavrsne
vrijednosti. Kako se kompletno racunanje radi na brzim modernim elektronickim kompjutorima
to je postupak kratak i na taj nacin pruza mogucnost optimiziranja nekoliko projekcija, a to opet
omogucuje komparaciju izracunatih Airy-Kavrajski kriterija za svaku pojedina¢no. Ona
projekcija koja ima najmanju vrijednost norme moze se proglasiti optimalnom. Naravno,
optimalna projekcija je po svoj prilici u kosom aspektu i po grafickom prikazu mreze
meridijana i paralela tesko se moze zakljuciti o kojoj se projekciji radi. Uostalom to nije ni
vazno. Najvaznije je da je domena kartirana s najmanjim linearnim deformacijama, znaci da je
kartografska slika domene najvjernija originalu.
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